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'I'oe_£ass Lng van subdirekte pr•odukten 
Subdirekte produkten van algebra 1 s laten zich (evenals 
direkte produkten) beschrijven rnet behulp van congruen-
ties op cc~ algebra A. Elke congruentie e op A bepaalt 
een homcmorf beeld A8 van A; omgekeerd wordt door elke 
homomorf1e van A op Been congruen:ie op A bepaald. 
De congruenties op een t~lgebra A vormen een netwerk 
~(A), dat een nulelement Oen een ~,n-element I heeft. 
Het pr•odukt van t.,,;ee congruent1es op A wordt bepaald 
door aa b(68 1 ), wanneet" er een c ~ A is, zodat a ac(e), 
c :i b(6'). Ir: ecn croep zijn congruenties vert-iisselbaar, 
d.w.z. 99'=2 1 8. fa congruentlerelaties op A met verwis-
selba r'e congruent ie.:; vorrr.en een modula 1 r netvH? rk .. ter-
wijl 98 1 --=6u6 1 • 
Veronderstel, dat e~ 1 e0 twee verwisselbare congruenties 
i '-
op A zijn, '~-t"::r",:iJ::.. G.1r,8,);;::; 0., 6,1vtl,:, =-~ I; dan 1s 1\ iso-
'·· \ L,_ 
morf met het d1rekte produkt A1 x A2, waarin A1 het homo-
morfe beeld van A modulo e1 is (1=1,2). Algemeen cor-
rcspo~deren de voorste111ngen van een algebra A els di-
rekt pr-cduk,: A,1 >t ••• Y. Ar een-eenduidig met de stelsels 
(verw1sselbare) congruenties 61 , ... ,er op A, waarvoor 
6 'i f", • , • n 8 r ;;;;: 0 , ( 8 '1 f'\ • • , ("\ 6 i _ 1 ) u 8 i = I ( i = 'l , . • . , r ) . 
§ 2. Is S een subalgebra van het direkte produkt van alge-
bra 'a A4 (1=1.2, ... ), dan is Stevens subalgebra van 
... 
het direkte prod,1.kt ,,~n zijn \componenten s1 ( 1=1, 2, ..• ); 
men zegt, dat 3 een subdirekt prodiikt van de algebra's 
,.,, ( t,,.'l ,r:,,..) ls, \,'.1,~nneer Je "pro.jectlesn van de ele-
ct 
menten 3 a 3 en de 1-r'ie 1wrnponcn t s 1 
''P ~ ···, ;-,, t ~ , ;, \ v"'...-, )·,,,,., -1 : "'t-
\..• ,I -._, ; S.., ~ \/ ,t j \ ,..,_ 1 J , .. ,. ) t> • • / ~ • .,. t:;,_: ~ J l,,~ \;;; " .~ ;,) V V 
,JI., 
eplmorfiamen van S 
r:u etrnvoudig: 
:)e voorstel.11ngen v3n een algeh:1:a J\ ,:lls sutc11rekt pro-
dukt correspondePen een-eenduidig met de steleels con-
gruent1es op A, die vol\Joen aon n e, . 1,\1e rioemen A sub-
' ~-
direkt lrredu~ibel, al~ voor elk~ schrljfwijze van A 
als subdirekt produkt van algebra's A~ tenminste ~~n 
~-
van de eptmornsmen van a i 1-\ op zijn komponenten A1 een 
isomorfie is. Dit is gelljkw8ar~ig met: de doorsnede 
gruentle 9'>0 lJU). Algemeen geldt: Elke algebra A is 
v0cr te stellen als subdire~t produkt van subdirekt 
irreducibele algebra 1 s. Het tot dusverre behendelde 
v1ndt men bij G. Birkhcff 1 Lattice theory. Ch.VI. 
Voor ringen vindt men desbetreffende rest1ltaten bij 
Mc•"'O" (?ie 1 1 4• \. r:1, (~ \ eer' "t·e 1 seJ .. 4 ·'! 0 ~ 1 er·· '"an .co-
• .l , • ...,. '\.°!' ...... .1. .l, Q) .. ,:,...1 . .1.,J \J~~ii .J ~ ,l,i., ,. ~U'l.;..i;l.,1,,. .i: 'f l '-"~.i.i 
ring R met n A~~(o}J dan is R isomorf met een subdlrekte 
, 1 J. ' . 
<:: orn Van ,ja .,.., i n,--·e" P /:_, 
...., , l ~"" .L. -· ~ t, -ll/11..1" 
Een ring R is subdirekt irreJucibel, dan en slechts dan 
als de doorsneJe van alle idealen /(0) uit Reen ldeaal 
..i.:':·\ ic:: ~.·1· 1.r.:,r·•~n-·r i"' 1~'')'wc•rsf' rr<=t "'"''" c'll 1'·dire 1r+..c, "")"' -,~n r \ ~·· I ~A- u ,. -'"~J n, ,,_ -""· l J ~':) ' \.J • ..,; ... d;, ,.J - .l,. <, £ ,;;:' • C ii:- ;, ! -.') , l,/' ' ' W"\. t,,, 1;;;.' ~) , ... , '.. ' !~ 
subdirekt irreducibelc ringen. McCoy klassificeerde de 
subd1rekt irredu~ibe!e ro~m. ringen. 
§ j.3ubJirekte ~~oJuKten van ~rce,en 
·.:: l\ /\ J :a() ::"· 
F een gr-oep 1 is~)mor:· :net beid0 fo~torgroepen; stellen we 
de neve11kla s se de nevenklasse 
door' b t F'; -Jan zal, als 
t:p:a-+a.,'f':b~b 
c!e gt"cer; G. ,;uist bestDa:1 u:tt. die paren (a,t)t A>iB met 
p, ".' ~· b \II' ,' C +- ,::, 11 ' "l O' \'a· r ,,. 1 e 1 r~ ~ir• I ., l ·e \ 
.... .. ·r \ ,.,.; v-,;;.., .,.t,,.,.l.t. o .. ~J J.,,__,. ...... i-.... .....,.:..,,, i;\. ) • 
Bez 1.t :J waarvan de rloorsnede 
dan l:'.i G subdi.t·ei-.:t pr•c·dukt van de gr-oepen G/I\ 
Bezit een groep G 110 r .. n1a a ld e le rs waarvan het produkt 
een direkt prod~kt is, dan is Geen aubdirekt produkt met 
gemeenschappel1jke Koffiponentenfaktorgroep. 
Zi,i nu A1 (it I) een stelsel groepen 1 «_1 eer: ep1rnorf1e 
van~, op een vast gekozen groep F; de elementen g van 
..!. 
}V'- t { \r •": ilod ~ ,s•e '1· :·J·' i "'Pl;- t: e ,., . »,'j ., \' 1{4• o/ ::.: )(,·\. ] ..
~.,\;..;_ \ ~ ... -.,;;:,: ..... ~'> ,- , _ 1, ... 1 ..... i-·'~,..,u .. -it.l, . 1 . ., 
I \ 
-''•·--l •:, a J l,1:::,c~ns•-~(•Y, t~ ·- \ " Q • ' ,,.. 1 ·' >ll ® • , ~ 1 j> " ~ ,. •..• 1.,. LJ i. \f' \.,) """ .. 
. v 
vormt,n een subdit~ekt produkt G cler i-\ 1 met gemeenschap-
pelijke kompcnentenfaktorg.roep F. ids GnA1=Cp dan is 
I -I .•. ) \ .. e:, l . 
~e bewijzen nu omgekeerd: 
Zij o/ =- \i1 1 het volledlge dir-ekte pr-odukt vsn een atel-
sel groepen A1 (:i . .a I) en G eeri subdir-ekt pr.odukt der A1 
:net de voJ.gende e igenscha p: a ls ;J A A1 '"~ C 11 
dan is 
In dat geval bestaat een groep Fen eeri stelsel ep1-
morf1s,nen ei: 1 : i\ 1-,. F, zoda t G ju 1st de gr-oep van a lle 
g f'. o/ is I waa:Pvan de komponenten op F hetzelf'de beeld 
hebben. 
Als toepasslngen bew1Jzen we de volgende stellingen: 
I. Is G een cmdergroep vnn het cHr-ekte produkt F~0 A ii. B, 
zoddt G n .r\ r:ormaaldeler· ·,,rn i\, G l'"I B normaalde.let' v,m 
Bis, dan bestaat een groep Fen twee l1c~om0rfismen 
ci: ,f! van,\ !.n F', resp. var, B i.n F', zodt:it G tH'ecies 
de groep van alle elementen (a,b) uit Pis met a~~b~. 
II. Zlj G ondergroep van het volledige direKte produkt 
P ""XA-1 1 ~:cd2t 
1 ° C 1 ; G n A 1 no t•mn a 1 de 1 er is v a n A :1. ( i. E- ! ) ; 
-4-
Noemen ;,ie de komponent van G 1n :~ 1 kortweg B1 , dan 
bestaat op grond van 2° een groep Fen epimorfismen 
u 1 :B1 -i-- F, zoda t G ,juist cle g:roep 1s van alle ele-
menten g -:.., ( ... ,a 1 , ... ,a,1, ..• ) ult~ Bi waarvoor 
a1cr.1 c::: a;Cl. 4 (1/j). '";e breiden n'J de epimorfismen «~ 
V sJ - .L 
uit tot homomorfe afbeeldingen «1 van A1 op een 
groep F1 , waarin F1 op dezelfde wijze uit Fis af-
geleid als in (I). 
Noemen we nu f het vrije produkt van alle F1 met 
gemeenschappelijke ondergroep F, dan is G precies 
de verzameling van alle 
